
深圳中学 2027届高三第一阶段考试数学试题（2026年 10月）
参考答案与解析

答案速查
1. C

2. C

3. B

4. B

5. D

6. C

7. B

8. B

9. B,D

10. A,B,D

11. A,C

12. 2
9

13. 2
14. 4√2 − 2√6
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深圳中学 2027届高三第一阶段考试数学试题（2026年 10月） 参考答案与解析

逐题解析
1. 参考答案：C

参考解析：
由题意，

𝐴 = (−∞, 𝑎], 𝐵 = [−1, 1].
当 𝑎 < −1时，两集合没有公共元素；当 𝑎 = −1时，

𝐴 ∩ 𝐵 = {−1};
当 𝑎 > −1时，交集不止一个元素。所以

𝑎 = −1 ,
选 C。
2. 参考答案：C

参考解析：
由

𝑓 (−𝑥) = e−𝑎𝑥
e−2𝑥 + 1 = e(2−𝑎)𝑥

1 + e2𝑥
,

以及 𝑓 (𝑥)是偶函数，得

e(2−𝑎)𝑥 = e𝑎𝑥

对一切实数 𝑥 成立。因此

2 − 𝑎 = 𝑎,
解得

𝑎 = 1 .
选 C。
3. 参考答案：B

参考解析：
由

tan 𝑥 = 0
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可得

𝑥 = 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ.
这些数都可以写成整数倍的 𝜋

2，所以

tan 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 𝑘𝜋
2 , 𝑘 ∈ ℤ.

反过来，当 𝑥 = 𝜋
2 时，虽然满足前一个条件，但 tan 𝑥 无定义，不能推出 tan 𝑥 = 0。因此，前者

是后者的必要不充分条件，选 B。
4. 参考答案：B

参考解析：
由换底公式，

𝑎 = ln 3
ln 5, 𝑏 = ln 3

ln 4.
因为

0 < ln 3 < ln 4 < ln 5,
所以

0 < 𝑎 < 𝑏 < 1.
另一方面，

𝑐 = 20.3 > 1.
因此

𝑐 > 𝑏 > 𝑎 ,
选 B。
5. 参考答案：D
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O A

B

C

D x

y
√
3

−
√
3

参考解析：
设函数的周期为 𝑇，记

ℎ = 𝑇
4 = 𝜋

2𝜔 > 0.
由图象可知，𝐴,𝐷是相邻的同向零点，𝐵, 𝐶 分别是其间的最高点和最低点。因此，以 𝐴的横坐
标为 𝑢，有

𝐴(𝑢, 0), 𝐵(𝑢 + ℎ, √3), 𝐶(𝑢 + 3ℎ, −√3), 𝐷(𝑢 + 4ℎ, 0).
于是，线段 𝐴𝐷与 𝐵𝐶 的中点均为

𝐻(𝑢 + 2ℎ, 0).
由于四点共圆，圆心同时位于弦 𝐴𝐷、𝐵𝐶 的垂直平分线上，所以圆心就是 𝐻。从而

𝐻𝐴 = 𝐻𝐵.
由

𝐻𝐴 = 2ℎ, 𝐻𝐵 = √ℎ2 + 3,
得

4ℎ2 = ℎ2 + 3.
因为 ℎ > 0，所以 ℎ = 1。因此

𝜔 = 𝜋
2 ,

选 D。
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6. 参考答案：C

参考解析：
求导得

𝑓 ′(𝑥) = 𝑎
𝑥 − e𝑥 .

若 𝑓 (𝑥)在 (1, 2)上单调递减，则必须有

𝑓 ′(𝑥) ≤ 0,
即

𝑎 ≤ 𝑥e𝑥

对所有 𝑥 ∈ (1, 2)成立。函数 𝑔(𝑥) = 𝑥e𝑥 满足

𝑔′(𝑥) = (𝑥 + 1)e𝑥 > 0,
所以它在 (1, 2)上递增。随着 𝑥 从右侧趋近于 1，𝑥e𝑥 可以任意接近 e，因此必须有

𝑎 ≤ e.
当 𝑎 = e时，对任意 𝑥 ∈ (1, 2)，都有

𝑥e𝑥 > e,
从而 𝑓 ′(𝑥) < 0，符合题意。所以

𝑎max = e ,
选 C。
7. 参考答案：B

参考解析：
先注意到

−𝑥2 − 2𝑥 = 1 − (𝑥 + 1)2 ≤ 1.
当 𝑎 < 0时，右支 1 − 2𝑥 在 𝑥 > 𝑎上的函数值可以任意接近

1 − 2𝑎 > 1,
但取不到这个值；而左支的函数值始终不超过 1。因此，整个函数不存在最大值。当 𝑎 ≥ 0时，
𝑥 = −1属于左支的定义范围，且
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𝑓 (−1) = 1.
左支的其他函数值不超过 1；右支中 𝑥 > 𝑎 ≥ 0，所以

1 − 2𝑥 < 1.
此时函数的最大值为 1。因此，𝑓 (𝑥)存在最大值的条件是

𝑎 ≥ 0,
故

𝑎min = 0 .
选 B。
8. 参考答案：B

参考解析：
因为 𝑥, 𝑦 > 0且 𝑥 + 𝑦 = 2𝑎，所以 𝑎 > 0。令

𝑡 = 𝑥𝑦.
由基本不等式，

0 < 𝑡 ≤ 𝑎2,
且 𝑡 = 𝑎2当且仅当 𝑥 = 𝑦 = 𝑎。原式可化为

𝑥𝑦 + 1
𝑥 + 1

𝑦 = 𝑡 + 𝑥 + 𝑦
𝑥𝑦 = 𝑡 + 2𝑎

𝑡 .

设

𝑔(𝑡) = 𝑡 + 2𝑎
𝑡 ,

则

𝑔′(𝑡) = 1 − 2𝑎
𝑡2 .

所以，𝑔(𝑡)在 (0, √2𝑎)上递减，在 (√2𝑎, +∞)上递增。要使原式在 𝑥 = 𝑦，即 𝑡 = 𝑎2时取得最小值，
必须且只需

𝑎2 ≤ √2𝑎.
结合 𝑎 > 0，得
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𝑎4 ≤ 2𝑎 ⟺ 𝑎3 ≤ 2.
因此

𝑎 ∈ (0, 3√2] ,
选 B。
9. 参考答案：B,D

参考解析：
由

sin 𝛼 + cos 𝛼 = √3
3 ,

两边平方，得

1 + sin 2𝛼 = 1
3,

所以

sin 2𝛼 = −23 .
故 A错误，B正确。因为 𝛼 ∈ (0, 𝜋)，所以 sin 𝛼 > 0。结合

sin 𝛼 cos 𝛼 = −13,
可知 cos 𝛼 < 0，于是

cos 𝛼 − sin 𝛼 < 0.
又

(cos 𝛼 − sin 𝛼)2 = 1 − sin 2𝛼 = 5
3,

所以

cos 𝛼 − sin 𝛼 = −√153 .
因此

cos 2𝛼 = (cos 𝛼 + sin 𝛼)(cos 𝛼 − sin 𝛼)
= √3

3 ⋅ (−√153 )

= −√53 .
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故 C错误，D正确，选 BD。
10. 参考答案：A,B,D

参考解析：
联立两曲线方程，得

𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 − 1 = 0.
由于该方程有三个不同的实根 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3，所以 𝑎 ≠ 0，且

𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 − 1 = 𝑎(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)(𝑥 − 𝑥3).
展开右侧并比较系数，得

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = −𝑏
𝑎 ,

𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3 = 0,

𝑥1𝑥2𝑥3 = 1
𝑎 .

因为

𝑥1 < 𝑥2 < 0 < 𝑥3,
所以 𝑥1𝑥2𝑥3 > 0，从而

𝑎 > 0.
故 A正确。由

𝑥1(𝑥2 + 𝑥3) = −𝑥2𝑥3 > 0
及 𝑥1 < 0，得

𝑥2 + 𝑥3 < 0.
故 C错误。于是

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 < 0.
结合

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = −𝑏
𝑎 , 𝑎 > 0,
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得

𝑏 > 0.
故 B正确。最后，

𝑦2 + 𝑦3 = 1
𝑥2

+ 1
𝑥3

= 𝑥2 + 𝑥3
𝑥2𝑥3

> 0,

因为分子、分母均为负数。故 D正确，选 ABD。
11. 参考答案：A,C

参考解析：
A选项
任取 𝑥 ∈ 𝐷。由 𝑓 (𝑥)是偶函数，知 −𝑥 ∈ 𝐷，且

𝑓 (−𝑥) = 𝑓 (𝑥).
若 0 ∈ 𝐷，则

𝑓 (0) = 𝑓 (𝑥 + (−𝑥)) ≤ max{𝑓 (𝑥), 𝑓 (−𝑥)} = 𝑓 (𝑥).
所以 𝑓 (0)是最小值，A正确。
B选项
构造定义在 ℝ上的函数

𝑓 (𝑥) = {0, 𝑥 ∈ ℤ,
1, 𝑥 ∉ ℤ.

它是偶函数。若 𝑎, 𝑏都是整数，则 𝑎 + 𝑏也是整数，因此

𝑓 (𝑎 + 𝑏) = 0 = max{𝑓 (𝑎), 𝑓 (𝑏)}.
若 𝑎, 𝑏中至少有一个不是整数，则

max{𝑓 (𝑎), 𝑓 (𝑏)} = 1 ≥ 𝑓 (𝑎 + 𝑏).
所以这个函数是 𝑆‑函数。但

𝑓 (1) = 0 < 1 = 𝑓 (12) ,
说明 𝑓 (1)不一定是最大值。故 B错误。
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C选项
构造定义在 ℤ上的函数

𝑓 (𝑥) = {0, 𝑥是31的倍数,
1, 𝑥不是31的倍数.

它是偶函数。若 𝑎, 𝑏均为 31的倍数，则 𝑎 + 𝑏仍为 31的倍数；否则

max{𝑓 (𝑎), 𝑓 (𝑏)} = 1,
题设不等式也成立。因此，它是 𝑆‑函数。在 0 ≤ 𝑥 ≤ 2026的整数范围内，最小值点为

0, 31, 62, … , 2015.
因为

31 × 65 = 2015 ≤ 2026 < 31 × 66,
所以这些点恰好有

65 + 1 = 66
个。故 C正确。
D选项
假设存在满足要求的函数。由 A中的结论，𝑓 (0)为最小值；又因为 𝑓 (0) = 𝑓 (1)，所以 𝑓 (1)也是
最小值。根据定义，

𝑓 (25) = 𝑓 (15 + 1
5) ≤ 𝑓 (15) ,

以及

𝑓 (45) = 𝑓 (25 + 2
5) ≤ 𝑓 (25) .

另一方面，

𝑓 (15) = 𝑓 (1 − 4
5)

≤ max {𝑓 (1), 𝑓 (−45)}

= max {𝑓 (1), 𝑓 (45)}
= 𝑓 (45) .

因此
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𝑓 (15) ≤ 𝑓 (45) ≤ 𝑓 (25) ≤ 𝑓 (15) ,
只能有

𝑓 (15) = 𝑓 (25) ,

与题设要求矛盾。故 D错误，选 AC。

12. 参考答案：2
9

参考解析：
在

𝑓 (𝑥3) = log8 𝑥
中取 𝑥 = 3√4，得

𝑓 (4) = log8 3√4 = 1
3 log8 4 =

1
3 ⋅ 23 .

所以

𝑓 (4) = 2
9 .

13. 参考答案：2
参考解析：
因为

−2 ≤ 𝑓 (𝑥) ≤ 2,
所以

𝑓 (𝑥1)𝑓 (𝑥2) = −4
只能在两个函数值分别为 2和 −2时成立。即 𝑥1, 𝑥2分别对应一个最高点和一个最低点。相邻最
高点与最低点之间的横向距离为半个周期，因此

|𝑥1 − 𝑥2|min = 𝑇
2 = 𝜋

𝜔 .
由题意，

𝜋
𝜔 = 𝜋

2 ,
所以
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𝜔 = 2 .

14. 参考答案：4√2 − 2√6
参考解析：
延长 𝐴𝐷, 𝐵𝐶，交于点 𝐸。由题意，

∠𝐸𝐴𝐵 = 𝜋
3 , ∠𝐴𝐵𝐸 = 𝜋

4 ,
所以

∠𝐴𝐸𝐵 = 𝜋 − 𝜋
3 − 𝜋

4 = 5𝜋
12 .

记

𝜃 = 5𝜋
12 .

在 △𝐴𝐵𝐸中，由正弦定理，

𝐵𝐸 =
𝐴𝐵 sin 𝜋

3
sin 𝜃 = √3

sin 𝜃 .
因为 𝐶 在射线 𝐵𝐸上，所以点 𝐶 到直线 𝐴𝐷的距离为

|𝐵𝐸 − 𝐵𝐶| sin 𝜃.
又因为 𝐷在直线 𝐴𝐷上，且 𝐶𝐷 = 1，所以

|𝐵𝐸 − 𝐵𝐶| sin 𝜃 ≤ 1.
于是

𝐵𝐶 ≥ 𝐵𝐸 − 1
sin 𝜃 = √3 − 1

sin 𝜃 .
利用

sin 5𝜋
12 = √6 + √2

4 ,
得

𝐵𝐶 ≥ 4(√3 − 1)
√6 + √2

= 4√2 − 2√6.

下面说明等号可以取到。在线段 𝐵𝐸上取点 𝐶，使
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𝐸𝐶 = 1
sin 𝜃 ,

再从 𝐶 向 𝐴𝐸作垂线，垂足为 𝐷，则 𝐶𝐷 = 1。此时

𝐸𝐷 = cot 𝜃 = 2 − √3,
而

𝐴𝐸 =
2 sin 𝜋

4
sin 𝜃 = 2(√3 − 1).

因为

0 < 𝐸𝐷 < 𝐴𝐸,
所以 𝐷确实在线段 𝐴𝐸上，能够形成符合条件的四边形。因此

𝐵𝐶min = 4√2 − 2√6 .

15.（1） 参考答案：单调递减区间为 [𝜋8 + 𝑘𝜋, 5𝜋8 + 𝑘𝜋]，𝑘 ∈ ℤ。
参考解析：
先化简：

𝑓 (𝑥) = cos2 𝑥 − sin2 𝑥 + 2 sin 𝑥 cos 𝑥
= cos 2𝑥 + sin 2𝑥
= √2 sin (2𝑥 + 𝜋

4 ) .

正弦函数在

[𝜋2 + 2𝑘𝜋, 3𝜋2 + 2𝑘𝜋] , 𝑘 ∈ ℤ
上单调递减。因此令

𝜋
2 + 2𝑘𝜋 ≤ 2𝑥 + 𝜋

4 ≤ 3𝜋
2 + 2𝑘𝜋,

解得

𝜋
8 + 𝑘𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 5𝜋

8 + 𝑘𝜋.
所以单调递减区间为

[𝜋8 + 𝑘𝜋, 5𝜋8 + 𝑘𝜋] , 𝑘 ∈ ℤ .
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15.（2） 参考答案：𝑎min = 3𝜋
8 。

参考解析：
先化简：

𝑓 (𝑥) = cos2 𝑥 − sin2 𝑥 + 2 sin 𝑥 cos 𝑥
= cos 2𝑥 + sin 2𝑥
= √2 sin (2𝑥 + 𝜋

4 ) .

有

𝑓 (𝑥 + 𝑎) = √2 sin (2𝑥 + 2𝑎 + 𝜋
4 ) .

若它是奇函数，则在 𝑥 = 0时函数值必须为 0，所以

sin (2𝑎 + 𝜋
4 ) = 0,

即

2𝑎 + 𝜋
4 = 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ.

此时

𝑓 (𝑥 + 𝑎) = (−1)𝑘√2 sin 2𝑥,
确实为奇函数。因此所求条件为

𝑎 = 𝑘𝜋
2 − 𝜋

8 .
结合 𝑎 > 0，最小正值在 𝑘 = 1时取得，即

𝑎min = 3𝜋
8 .

16.（1） 参考答案：当 𝑎 ≤ 0时，𝑓 (𝑥)在 (0, +∞)上单调递增；当 𝑎 > 0时，𝑓 (𝑥)在 (0, 4
𝑎2 )上单

调递增，在 ( 4
𝑎2 , +∞)上单调递减。

参考解析：
函数的定义域为 (0, +∞)，且

𝑓 ′(𝑥) = 1
𝑥 − 𝑎

2√𝑥
= 2 − 𝑎√𝑥

2𝑥 .

当 𝑎 ≤ 0时，对任意 𝑥 > 0，都有
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2 − 𝑎√𝑥 > 0,
所以 𝑓 (𝑥)在

(0, +∞)
上单调递增。当 𝑎 > 0时，

𝑓 ′(𝑥) > 0 ⟺ 0 < 𝑥 < 4
𝑎2 ,

𝑓 ′(𝑥) < 0 ⟺ 𝑥 > 4
𝑎2 .

所以 𝑓 (𝑥)在

(0, 4𝑎2)

上单调递增，在

( 4
𝑎2 , +∞)

上单调递减。
16.（2） 参考答案：当 𝑎 > 0时，令 𝑢 = 2

e𝑎2 > 0。由 ln 𝑢 ≤ 𝑢 − 1及 ln 2 < 1，得

𝑓 (𝑥) ≤ ln 4
𝑎2 − 2 = ln 𝑢 + ln 2 − 1 ≤ 𝑢 + ln 2 − 2 < 𝑢 − 1 = 2

e𝑎2 − 1.

参考解析：
由第（1）问，当 𝑎 > 0时，

𝑓 (𝑥) ≤ 𝑓 ( 4
𝑎2) = ln 4

𝑎2 − 2.
先证明常用不等式

ln 𝑡 ≤ 𝑡 − 1, 𝑡 > 0.
设

ℎ(𝑡) = 𝑡 − 1 − ln 𝑡 ,
则

ℎ′(𝑡) = 𝑡 − 1
𝑡 .
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因此 ℎ(𝑡)在 𝑡 = 1处取得最小值 0，且只有 𝑡 = 1时取等号。特别地，

ln 2 < 1.
令

𝑢 = 2
e𝑎2 > 0.

则

𝑓 (𝑥) ≤ ln 4
𝑎2 − 2

= ln(2e𝑢) − 2
= ln 𝑢 + ln 2 − 1
≤ 𝑢 + ln 2 − 2
< 𝑢 − 1.

因此

𝑓 (𝑥) < 2
e𝑎2 − 1 .

最后一步始终是严格不等式，所以即使前面的某些步骤取等，也不影响最终的严格不等号。
17.（1） 参考答案：由已知条件与正弦定理、余弦定理得 cos𝐵 = √2

2 > 0，又 cos𝐴 = 3
5 > 0，

cos 𝐶 = sin𝐴 sin𝐵 − cos𝐴 cos𝐵 = √2
10 > 0，所以 △𝐴𝐵𝐶 是锐角三角形。

参考解析：
由正弦定理，

sin𝐵 = 𝑏
𝑎 sin𝐴, sin 𝐶 = 𝑐

𝑎 sin𝐴.
代入已知条件

(𝑏 − 𝑐)(sin𝐵 + sin 𝐶) = (𝑎 − √2𝑐) sin𝐴,
并约去 sin𝐴 > 0，得

(𝑏 − 𝑐)(𝑏 + 𝑐)
𝑎 = 𝑎 − √2𝑐,

即

𝑏2 − 𝑐2 = 𝑎2 − √2𝑎𝑐.
整理得
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𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2 = √2𝑎𝑐.
由余弦定理，

cos𝐵 = 𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2
2𝑎𝑐 = √2

2 .
所以

𝐵 = 𝜋
4 .

又因为

cos𝐴 = 3
5 > 0,

所以 𝐴为锐角，并且

sin𝐴 = 4
5.

于是

cos 𝐶 = − cos(𝐴 + 𝐵)
= sin𝐴 sin𝐵 − cos𝐴 cos𝐵
= 4

5 ⋅ √22 − 3
5 ⋅ √22

= √2
10 > 0.

所以 𝐶 也是锐角。因此

△𝐴𝐵𝐶是锐角三角形 .

17.（2） 参考答案：𝑆△𝐴𝐵𝐶 = 18
35。

参考解析：
由第（1）问，

sin 𝐶 = sin(𝐴 + 𝐵)
= sin𝐴 cos𝐵 + cos𝐴 sin𝐵
= 7√2

10 .
根据正弦定理，
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𝑏
𝑐 = sin𝐵

sin 𝐶 =
√2
2

7√2
10

= 5
7.

设

𝑏 = 5𝑡, 𝑐 = 7𝑡, 𝑡 > 0.
则

𝑆△𝐴𝐵𝐶 = 1
2𝑏𝑐 sin𝐴 = 1

2 ⋅ 5𝑡 ⋅ 7𝑡 ⋅ 45 = 14𝑡2.
另一方面，由半角公式，

sin 𝐴
2 = √

1 − cos𝐴
2 = 1

√5
.

因为 𝐴𝐷平分 ∠𝐵𝐴𝐶，且 𝐴𝐷 = 1，所以

𝑆△𝐴𝐵𝐶 = 𝑆△𝐴𝐵𝐷 + 𝑆△𝐴𝐶𝐷
= 1

2𝑐 ⋅ 𝐴𝐷 sin 𝐴
2 + 1

2𝑏 ⋅ 𝐴𝐷 sin 𝐴
2

= 1
2(𝑏 + 𝑐) sin 𝐴

2
= 6𝑡

√5
.

因此

14𝑡2 = 6𝑡
√5

.

结合 𝑡 > 0，得

𝑡 = 3
7√5

.

所以

𝑆△𝐴𝐵𝐶 = 14𝑡2 = 18
35 .

18.（1） 参考答案：𝑚 = 𝑛 = 1。
参考解析：
由切线方程

𝑦 = (e2 − 2)𝑥 + 1,
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得

𝑓 (1) = e2 − 1, 𝑓 ′(1) = e2 − 2.
又

𝑓 ′(𝑥) = 𝑚e𝑚𝑥+𝑛 − 2𝑚𝑥,
所以

{e
𝑚+𝑛 − 𝑚 = e2 − 1,

𝑚e𝑚+𝑛 − 2𝑚 = e2 − 2.
由第一式，

e𝑚+𝑛 = e2 + 𝑚 − 1.
代入第二式，整理得

𝑚2 + (e2 − 3)𝑚 − e2 + 2 = 0,
即

(𝑚 − 1)(𝑚 + e2 − 2) = 0.
于是

𝑚 = 1 或 𝑚 = 2 − e2.
由 2.7 < e < 2.8，知

−6 < 2 − e2 < −5.
结合 𝑚 ∈ ℤ，只能有

𝑚 = 1.
代回得

e1+𝑛 = e2,
所以

𝑚 = 𝑛 = 1 .
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18.（2） 参考答案：𝑓 (𝑥) = e𝑥+1 − 𝑥2在 ℝ上严格递增，不存在极值。
参考解析：
由第（1）问，

𝑓 (𝑥) = e𝑥+1 − 𝑥2,
所以

𝑓 ′(𝑥) = e𝑥+1 − 2𝑥.
当 𝑥 ≤ 0时，

𝑓 ′(𝑥) = e𝑥+1 − 2𝑥 > 0.
当 𝑥 > 0时，令

ℎ(𝑥) = e𝑥+1 − 2𝑥,
则

ℎ′(𝑥) = e𝑥+1 − 2 > e − 2 > 0.
因此 ℎ(𝑥)在 [0, +∞)上递增，从而

𝑓 ′(𝑥) = ℎ(𝑥) > ℎ(0) = e > 0.
综上，

𝑓 ′(𝑥) > 0
对所有实数 𝑥 成立，故 𝑓 (𝑥)在 ℝ上严格递增。因此

𝑓 (𝑥)不存在极值 .

18.（3） 参考答案：对所有 𝑘 < e，在 𝑥 ≥ −1时恰有 1个交点，即 (−1, 0)。
参考解析：
首先，

𝑓 (−1) = 1 − 1 = 0,
而直线 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑘也经过 (−1, 0)。所以

(−1, 0)
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始终是一个交点。下面讨论 𝑥 > −1时是否还有交点。令

𝑡 = 𝑥 + 1 > 0.
交点方程可化为

e𝑡 − (𝑡 − 1)2 = 𝑘𝑡,
即

𝑘 = 𝐺(𝑡) ∶= e𝑡 − 1
𝑡 − 𝑡 + 2.

求导得

𝐺′(𝑡) = (𝑡 − 1)e𝑡 + 1 − 𝑡2
𝑡2

= (𝑡 − 1)(e𝑡 − 𝑡 − 1)
𝑡2 .

对 𝑡 > 0，有

e𝑡 − 𝑡 − 1 > 0.
这是因为函数

𝑝(𝑡) = e𝑡 − 𝑡 − 1
满足 𝑝(0) = 0，且在 𝑡 > 0时

𝑝′(𝑡) = e𝑡 − 1 > 0.
因此，𝐺′(𝑡)的符号与 𝑡 − 1相同。于是 𝐺(𝑡)在 (0, 1)上递减，在 (1, +∞)上递增，其最小值为

𝐺(1) = e.
所以对一切 𝑡 > 0，

𝐺(𝑡) ≥ e > 𝑘,
交点方程无解。因此，对于题设中的所有 𝑘 < e，两图象在 𝑥 ≥ −1时都

恰有1个交点，即(−1, 0) .
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19.（1） 参考答案：在 [0, 𝜋2 ]上，sin 𝑥 ≥ 2𝑥
𝜋 ，故 𝑓 (𝑥) = 1+sin 𝑥

𝜋+2𝑥 ≥ 1
𝜋。当 𝑥 = 0或 𝑥 = 𝜋

2 时取等
号，所以最小值为 1

𝜋。
参考解析：
因为 𝜋 + 2𝑥 > 0，所以

1 + sin 𝑥
𝜋 + 2𝑥 ≥ 1

𝜋
等价于

sin 𝑥 ≥ 2𝑥
𝜋 .

下面证明这个不等式在 [0, 𝜋2 ]上成立。设

𝑔(𝑥) = sin 𝑥 − 2𝑥
𝜋 ,

则

𝑔′(𝑥) = cos 𝑥 − 2
𝜋 .

因为 cos 𝑥在 [0, 𝜋2 ]上从 1严格递减到 0，所以 𝑔′(𝑥)先正后负，𝑔(𝑥)先增后减，其最小值在两个
端点取得。又

𝑔(0) = 𝑔 (𝜋2 ) = 0,
故

sin 𝑥 ≥ 2𝑥
𝜋 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

2 .
于是

𝑓 (𝑥) = 1 + sin 𝑥
𝜋 + 2𝑥 ≥

1 + 2𝑥
𝜋

𝜋 + 2𝑥 = 1
𝜋 .

当 𝑥 = 0或 𝑥 = 𝜋
2 时取等号，因此

min 𝑓 (𝑥) = 1
𝜋 .

19.（2） 参考答案：令 𝑟 = 𝜋
2𝑎 ∈ (0, 𝜋2 )。

当 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟 时，令 𝐺(𝑥) = 𝑎 sin 𝑥 − sin 𝑎𝑥，则 𝐺′(𝑥) = 𝑎(cos 𝑥 − cos 𝑎𝑥) ≥ 0，由 𝐺(0) = 0得
sin 𝑎𝑥 ≤ 𝑎 sin 𝑥。
当 𝑟 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 − 𝑟 时，𝑎 sin 𝑥 ≥ 𝑎 sin 𝑟 ≥ 1 ≥ sin 𝑎𝑥。
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当 𝜋 − 𝑟 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 时，令 𝑡 = 𝜋 − 𝑥 ∈ [0, 𝑟]。由 sin 𝑎𝜋 ≤ 0、cos 𝑎𝑡 ≥ 0、sin 𝑎𝑡 ≥ 0，得 sin 𝑎𝑥 =
sin 𝑎𝜋 cos 𝑎𝑡 − cos 𝑎𝜋 sin 𝑎𝑡 ≤ sin 𝑎𝑡 ≤ 𝑎 sin 𝑡 = 𝑎 sin 𝑥。
因此，对任意 𝑥 ∈ [0, 𝜋]，均有 sin 𝑎𝑥 ≤ 𝑎 sin 𝑥。
参考解析：
记

𝑟 = 𝜋
2𝑎 .

因为 𝑎 > 1，所以

0 < 𝑟 < 𝜋
2 .

把 [0, 𝜋]分成靠近两个端点的部分和中间部分，分别证明。➀当 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟 时。设

𝐺(𝑥) = 𝑎 sin 𝑥 − sin 𝑎𝑥.
因为

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑥 ≤ 𝜋
2 ,

所以

𝐺′(𝑥) = 𝑎(cos 𝑥 − cos 𝑎𝑥) ≥ 0.
结合 𝐺(0) = 0，得

𝐺(𝑥) ≥ 0,
即

sin 𝑎𝑥 ≤ 𝑎 sin 𝑥.
➁当 𝑟 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 − 𝑟 时。有

sin 𝑥 ≥ sin 𝑟 .
根据第（1）问中证明的不等式，

sin 𝑟 ≥ 2𝑟
𝜋 = 1

𝑎 .
因此

𝑎 sin 𝑥 ≥ 1 ≥ sin 𝑎𝑥.
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➂当 𝜋 − 𝑟 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 时。令

𝑡 = 𝜋 − 𝑥,
则 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑟，从而

0 ≤ 𝑎𝑡 ≤ 𝜋
2 .

由 sin 𝑎𝜋 ≤ 0，以及

cos 𝑎𝑡 ≥ 0, sin 𝑎𝑡 ≥ 0,
得

sin 𝑎𝑥 = sin(𝑎𝜋 − 𝑎𝑡)
= sin 𝑎𝜋 cos 𝑎𝑡 − cos 𝑎𝜋 sin 𝑎𝑡
≤ sin 𝑎𝑡.

再由➀中的结论，

sin 𝑎𝑡 ≤ 𝑎 sin 𝑡 = 𝑎 sin 𝑥.
综上，对任意 𝑥 ∈ [0, 𝜋]，都有

sin 𝑎𝑥 ≤ 𝑎 sin 𝑥 .

19.（3） 参考答案：𝑚max = 𝜋
2。

参考解析：
题目要求满足条件的 𝑎可以任意大。下面先求 𝑚的上界，再证明这个上界可以达到。
第一步：证明 𝑚 ≤ 𝜋

2
假设

𝑚 > 𝜋
2 ,

则可以选定

𝑥0 ∈ (𝜋2 ,min{𝑚, 𝜋}) .
此时

𝑥0 cos 𝑥0 < 0.
如果题中的不等式成立，则
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−2 ≤ sin 2𝑎𝑥0 − sin 𝑎𝑥0 ≤ 𝑎𝑥0 cos 𝑥0.
所以

𝑎 ≤ 2
−𝑥0 cos 𝑥0

.

右侧是一个固定的正数，这说明满足条件的 𝑎存在固定上界，不可能任意大，与题意矛盾。因此

𝑚 ≤ 𝜋
2 .

第二步：证明 𝑚 = 𝜋
2 可以达到

任取正数𝑀，选择一个奇整数 𝑛 ≥ 3，使

2𝑛 > 𝑀,
并令

𝑎 = 2𝑛.
对任意

𝑥 ∈ [0, 𝜋2 ] ,
令

𝑦 = 2𝑥,
则 𝑦 ∈ [0, 𝜋]，且

sin 2𝑎𝑥 − sin 𝑎𝑥 = sin 2𝑛𝑦 − sin 𝑛𝑦.
我们先证明

sin 2𝑛𝑦 − sin 𝑛𝑦 ≤ 𝑛 sin 𝑦.
当 sin 𝑛𝑦 ≥ 0时，

sin 2𝑛𝑦 − sin 𝑛𝑦 = sin 𝑛𝑦(2 cos 𝑛𝑦 − 1) ≤ sin 𝑛𝑦.
又因为 𝑛 > 1，且

sin 𝑛𝜋 = 0,
由第（2）问，
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sin 𝑛𝑦 ≤ 𝑛 sin 𝑦.
因此所需不等式成立。当 sin 𝑛𝑦 < 0时，注意到 𝑛是奇数，因此在

[0, 𝜋𝑛 ] 和 [𝜋 − 𝜋
𝑛 , 𝜋]

上均有 sin 𝑛𝑦 ≥ 0。所以此时一定有

𝜋
𝑛 < 𝑦 < 𝜋 − 𝜋

𝑛 ,
进而

sin 𝑦 ≥ sin 𝜋
𝑛 .

由于 𝑛 ≥ 3，可以对 𝜋
𝑛 应用第（1）问中得到的不等式，得

sin 𝜋
𝑛 ≥ 2

𝑛 .
于是

𝑛 sin 𝑦 ≥ 2.
另一方面，

sin 2𝑛𝑦 − sin 𝑛𝑦 ≤ 2,
故仍有

sin 2𝑛𝑦 − sin 𝑛𝑦 ≤ 𝑛 sin 𝑦.
综上，对任意 𝑦 ∈ [0, 𝜋]，都有

sin 2𝑛𝑦 − sin 𝑛𝑦 ≤ 𝑛 sin 𝑦.
换回 𝑦 = 2𝑥，得

sin 2𝑎𝑥 − sin 𝑎𝑥 ≤ 𝑛 sin 2𝑥
= 2𝑛 sin 𝑥 cos 𝑥
≤ 2𝑛𝑥 cos 𝑥
= 𝑎𝑥 cos 𝑥.

其中使用了

sin 𝑥 ≤ 𝑥, cos 𝑥 ≥ 0 (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋
2 ) .
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而 sin 𝑥 ≤ 𝑥 可由

(𝑥 − sin 𝑥)′ = 1 − cos 𝑥 ≥ 0
及 𝑥 − sin 𝑥 在 𝑥 = 0时为 0得到。这样，对任意正数𝑀，都可以找到 𝑎 = 2𝑛 > 𝑀，使不等式在整
个 [0, 𝜋2 ]上成立。结合第一步，

𝑚max = 𝜋
2 .
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